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20 a. Démontrer qu'il existe une suite unique de fonctions polynônies véri- 

fiant les 4 conditions : 

Po = 1 

a1 

a, 
- 1  

Vn. E N*, j P, ( x )  d~ = O. 
O 

b. &rire, pour n E N*, la relation liant a,, a , ,  . . . , u n - ] .  
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MATMEMATIQUES 

(Option générale) 

__ 

PREMIERE COMPOSITION 

D U R ~ E  : 3 heures 

NOTATIONS. - Les fonctions qui interviennent sont réelles, de variable réelle. 

Par convention O ! = 1 et Vx E IR, xo = 1. 

On note f(') = f et f ( k )  la dérivée d'ordre k de f si elle existe. 

c. Vérifier que : Vn E N - { O, 1 } P,,(I) = P,(O) = a,,. 

d. Calculer Pl  (z) , P2(z) et P,(x). 

Dans la suite du problème, (ak)k désigne la suite de  réels dé jn i e  dans la 
est la suite de  fonctions polynômes qui lui est associée : partie 20 a. et (P,,),,e 

n 

k = O  

PREMIRRE PARTIE 

10 On suppose qu'il existe une suite de fonctions polynômes (P,) ri E [N satis- 
faisant aux conditions : 

al : Vn E N , degré P, = n. 

aa : Vn E N*, P' ,  = P,,-]. 

On note : 
n 

Xn- k 

P,,(z) = 2 . p )  ___ (n - k) ! Vn E N V k  E {O,  1, 2, ... , a} 
li = Il 

Démontrer que : Vn, V k  E. {O , 1 , 2 , . . . , n } , a(") = a(" k + ' 1 .  
k 

On notera dQonnais : V n ,  V k  E (O, 1 ,  2 ,  . . . , n } ,  al;") = a k .  

DEUXIkME PARTIE 

On définit les fonctions f et g par : 

e' - 1 \ V t E W  

1 g(0) = 1 

g (4  = 7 
t 

V t  E R *  f ( t )  =- I $ -  1' 

! f ( O ) = I  

10 Montrer que f et g sont continues en O. 
t 

Montrer que la fonction t w h (t). = f ( t )  + - 2 est paire. 

G n , , A n a  

I 

U 

I 
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20 Soit rz un entier naturel. Lcrire le développement !imité d'ordre n de g 

au voisinage de O. 

Montrer que la fonction f admet un développement limité d'ordre n au voisi- 
nage de O; on le notera : 

( L  -.+ O ) f ( t )  = b, + b,  t + . . . + b ,  t" + tn E ( t )  . 

30 Queite est, pour k E N*, la vaieur de b,,+ ? 

Quelle est la valeur de b, ? 

Jhrire, pour n E N*, la relation liant b,, b ,  , . . . , b n - l .  

40 En déduire que : 

v n € [ N ,  a , = b ,  

TROISIkME PARTIE 

Soit un entier n E N*. 

10 Soit G une fonction indéfiniment dérivable en tout point de [O, 11. 

etablir : 

n \ G( l )  - G ( 0 )  = - 1 [G'( l)  + G'(O)] - /1 k1 % k  [ G ( z k ) ( l )  - G k, (O)] 
2 

k = l  

> I  

La démonstration peut être faite par récurrence. 

1 
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Iu 
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1 
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20 Soit F une fonction indéfiniment dérivable en tout point de [a,  p]. 
Déduire du 10 que : 

F (P) - F (4 = __ P - a  [F' (Pl + F' (a,] 2 i 11 

On pose F'(z) = f ( z ) .  

Déduire de (2) une expression de J"/") dz. 
a 

4 - %  30 On partage l'intervalle [a, p] en p intervalles égaux, de longueur h = . 
- 
P 

Ctablir, en remplaçant J ( z )  clx par une somme d'intégrales, que : 

i '  
L j - 1  J 

1 n 

\ h -  1 

1 
40 On prend f ( z )  = -, a = 10, p = 20, p = 10, n = 1. 

Quelle précision obtient-on en prenant pour log 2 (logarithme népérien de 2) 
X 

la valeur approchée : 

9 

- 2 f(4 + f ( P )  + 2 Z f ( a  + j h ) ]  - a2 h2 [" - f+)] 
j = l  J 

-FIN-  

h [  
Encadrer ainsi log 2. 


