20 q. Démontrer qu'il existe une suite unique de fonctions polyndmes véri-

fiant les 4 conditions :

I.N.A. & E.N.S.A. 1984
P,=1
ay
MATHEMATIQUES "
~1
Vn e N*, J P, (x) dx = 0.
(Option générale) 0
— b. Ecrire, pour n € N*, la relation liant a,, a,, ..., an_,.
c. Vérifier que : Vn e N — {0, 1} P,(1) = P,(0) = a,.
PREMIERE COMPOSITION d. Calculer P, (x), P,(x) et P, (x).
Durte : 3 heures
o Dans la suite du probléme, (a;)y e n désigne la suite de réels définie dans la
. partie 20a. et (P,),cw est la suite de fonctions polyndmes qui lui est associée :
NoTaTiONS. — Les fonctions qui interviennent sont réelles, de variable réelle. n
On note [ = fet [ la dérivée d’ordre k de f si elle existe. ' — ey
Par convention 0! = 1 et Vx e R, x° = 1. VneN, P.(x)= ‘-iak(n_———ls_!'
‘ k=0

PREMIERE PARTIE
DEUXIEME PARTIE
19 On suppose qu’il existe une suite de fonctions polynémes (P,) n € N satis-
faisant aux conditions :

a, : Vn e N, degré P, = n. . .
On définit les fonctions f et g par :
x, : Vne N*, P,n = Pn—x'
‘ | veert _¢-1 VieR* f{t) = o
On note : ) VEE £0)=—; S
" | e =1 [ r0 =1
Vne N Vke{0,1,2 ...,n} P,,(x)-——Z‘aﬁf"’ n—k' l
k=0 1° Montrer que f et g sont continues en 0. 0
Démontrer que : Vn, Vke {0,1,2, ..., n}, a = alr+D, ¢ n
1 — — — pau €. o
On notera désormais : ¥n, Vke {0,1,2, ..., n }, a}‘_") = a,. Montrer que la fonction ¢ hiey =1 + 2 est ' O
e 9 n/l [ '



-3- -4-
20 Soit n un entier naturel. Ecrire le développement limité d’ordre n de g 20 Soit F une fonction indéfiniment dérivable en tout point de [«, B].
Déduire du 1° que :

- 0lc d -

au voisinage de 0.

Montrer que la fonction f admet un développement limité d’ordre n au voisi- / B— «
nage de 0; on le notera : : F@) - Fo) = 5 [F' | + F (‘1)]

n

(t—0)f@)=0b,+ b, t+ ... +byt"+1tte(). '
| @ = Dlanl@ - ap*[FR @) — FeR ()]
3¢ Quelle est, pour k € N*, la valeur de b, , , ? k-1
. . . . A“ H
Quielle est 1a valeur de b, ? - @ - a)ﬂﬂﬂ*} P @ Fem9 [0 4 (8 — q) x] dx.
Ecrire, pour n € N*, la relation liant b,, b,, ..., b,_,. 0 v
On pose F'(x) = f(x).
° En dédui : - B
4° En déduire que Déduire de (2) une expression de ‘Jﬂf(x) dx.
YrneN, a,=0b, e
et que : 3° On partage P'intervalle [«, 8] en p intervalles égaux, de longueur & = - =
2 . p

. 2
VkeN*, Poesr () = Py, (0) = 0. Etablir, en remplacam} S (x) dx par une somme d’intégrales, que :

p-1

; h Q .
[F@dr =5 | £+ 7@ +2 D Sl + 5t

TROISIEME PARTIE 3)

— Zank h2k [f(zk-— 1) (B) _ f(zk—x) (a)] + Rn

Soit un entier n € N*. k=1
1

o [Ry | <ph™ it x sup |fO0 )| x [ |pans, () |dx.
0

10 Soit G une fonction indéfiniment dérivable en tout point de [0, 1]. zela, 8] .

Etablir : . 1
! ) 4° On prendf(x):;, a=10, B =20, p=10, n=1.
| n
Quetlle précision obtient-on en prenant pour log 2 (logarithme népérien de 2)

G{) — GO =% [ + G O] - Za,k'[G""’ (1) — G=0 (0)] la valeur Hpproche
a valeur ap rochee :

) k=1
M m + 2 h ;
L = J P (G ) ds SI/@ @ +2 ) S +jh)} = @kt [f1(®) - f @]
= ]

La démonstration peut étre faite par récurrence.
Encadrer ainsi log 2.

~-FIN-



